
XIX Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Òðåòèé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé. Ðåøåíèÿ.

1. Îòâåò: òîëüêî ïðè p = 5 (a3 = −1)). Ïðè p = 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ak ÷åòíî ïðè k > 2. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå. Çàìåòèì,
÷òî ak ≡ 2k−1 ïî ìîäóëþ p è ak ≡ k ïî ìîäóëþ p− 1. Òàê ÷òî åñëè ak = −1, òî k = (p− 1)m− 1 ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì
m. Íî òîãäà èìååì −4 = 4ak ≡ 2k+1 ≡ 2(p−1)m ≡ 1 ïî ìîäóëþ p, îòêóäà p = 5.
2. Äîêàæåì òàêîé áîëåå îáùèé ôàêò: äëÿ äàííîãî äåðåâà T íà n > 2 âåðøèíàõ â ãðàôå íà (n − 1)(k − 1) + 1 âåðøèíàõ

íàéäåòñÿ ëèáî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç k âåðøèí, ëèáî íåñêîëüêî ðåáåð, îáðàçóþùèõ äåðåâî, èçîìîðôíîå T (â íàøåì
ñëó÷àå n = 15, k = 144). Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà n = 2 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä n− 1 → n. Óäàëèì èç íàøåãî äåðåâà T êàêóþ-íèáóäü
âèñÿ÷óþ âåðøèíó, ïîëó÷èì äåðåâî T ′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå íåò íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà èç k âåðøèí. Òîãäà óäàëèì
íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òîáû ïîÿâèëîñü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî M èç k − 1 âåðøèíû, íî èç k ïî-ïðåæíåìó íå áûëî (òàê
ìîæíî ñäåëàòü: ïðè óäàëåíèè îäíîãî ðåáðà ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
1). Äîñòàòî÷íî íàéòè äåðåâî, èçîìîðôíîå T , â íîâîì ãðàôå G. Ðàññìîòðèì ãðàô G−M (âûêèíóëè âåðøèíû ìíîæåñòâà M).
Â íåì ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íåñêîëüêî ðåáåð îáðàçóþò äåðåâî T ′. Ïóñòü a ∈ G � âåðøèíà ýòîãî äåðåâà, êîòîðàÿ â
T áûëà ñîåäèíåíà ñ óäàëåííîé âèñÿ÷åé. Ïîñêîëüêó (a,M) íå åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, âåðøèíà a ñîåäèíåíà ñ îäíîé èç
âåðøèí ìíîæåñòâà M , äîáàâëÿÿ ê èìåþùåéñÿ èçîìîðôíîé êîïèè T ′ ýòî ðåáðî ïîëó÷àåì äåðåâî, èçîìîðôíîå T .
3. Îòâåò: âûèãðûâàåò ïåðâûé. Âñå ïîëó÷àåìûå ÷èñëà áóäóò ÷åòíûå, ðàññìîòðèì èõ ïîëîâèíû. Ýòî áóäóò ÷èñëà îò 1 äî

878, íàäî ïîëó÷èòü 878. Ðàçðåøåííûå îïåðàöèè � çàìåíà äâóõ ÷èñåë íà ñóììó èëè óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
ïåðâûé ïåðâûì õîäîì ïîëó÷èò 2. ×èñëî 439 ïîëó÷àòü íåëüçÿ: ñðàçó ïðîèãðàåøü. Ðàçîáüåì âñå ÷èñëà îò 3 äî 875 (êðîìå
439) íà ïàðû, äàþùèå â ñóììå 878. Çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ ïîëó÷àòü äâà ÷èñëà èç îäíîé ïàðû, òàê ÷òî èãðîêè ïî î÷åðåäè
çàêðûâàþò ïàðû. Äðóãèõ çàïðåòîâ íåò: åñëè 878 = 2xy, òî x = 1, y = 439 èëè íàîáîðîò. Äîêàæåì, ÷òî ïåðâûé âûèãðûâàåò.
Âñåãî èìååòñÿ 436 ïàð. Ïóñòü ïåðâûé êàæäûé ðàç çàêðûâàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî, åùå íå âîøåäøåå â çàêðûòóþ
ïàðó. Äîêàæåì, ÷òî ó íåãî âñåãäà åñòü õîä, òîãäà îí âûèãðàåò ïî ÷åòíîñòè. Ïóñòü íàèìåíüøåå íå âîøåäøåå â çàêðûòóþ ïàðó
÷èñëî ðàâíî k 6 438. Òîãäà ïàðû ñ ÷èñëàìè 3, 4, . . . , k − 1 çàêðûòû. Èç íèõ õîòÿ áû [(k − 3)/2] çàêðûë ïåðâûé, òàê ÷òî îíè
çàêðûòû ìåíüøèìè ÷èñëàìè ïàð. Ïîýòîìó â ðàñïîðÿæåíèè ïåðâîãî èìååòñÿ õîòÿ áû [(k − 3)/2] + 2 = [(k + 1)/2] ÷èñëà (åùå
åñòü 1 è 2) îò 1 äî k − 1. Ñóììà êàêèõ-òî äâóõ èç íèõ äàåò â ñóììå k.
4. Ïóñòü CHC è AHA - ïåðïåíäèêóëÿðû èç âåðøèí A è C íà äèàãîíàëü BD. Òîãäà òðåóãîëüíèêè 4AHAP è 4CHCP -

ïîäîáíû ïî 3 óãëàì. À çíà÷èò AP
CP = AHA

CHC
= SABD

SBCD
. Ó÷èòûâàÿ ÷òî sin ∠BAD = sin ∠BCD (Òàê êàê ñàìè óãëû äîïîëíÿþò

äðóã äðóãà äî 180◦), ïîëó÷àåì ÷òî SABD

SBCD
= AB·AD

BC·CD . Çíà÷èò òåïåðü îñòàëîñü äîêàçàòü: AB·AD
BC·CD = AI2

CI2 ⇔ AB
AI · AD

AI = CB
CI · CD

CI

Îáîçíà÷èì ïîëîâèíêè óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà: ∠A
2 = α (Íó è àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì β, γ è δ). Òîãäà ïî òåîðåìå ñèíóñîâ

äëÿ 4ABI: AB
AI = sin(α+β)

sin(β) . Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ñèíóñîâ ïîëó÷àåì, ÷òî òî ÷òî îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùåìó: sin(α+β)

sin β · sin(α+δ)
sin δ = sin(γ+β)

sin β · sin(γ+δ)
sin δ ⇔ sin(α+β)·sin(α+δ) = sin(γ+β)·sin(γ+δ) Ñóììà óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ðàâíà 360◦, à çíà÷èò α +β + γ + δ = 180◦, à çíà÷èò ïðèâåäåííîå âûøå ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî âåðíî (sin(α +β) = sin(γ + δ)
è sin(α + δ) = sin(γ + β)).
5. Çàìåòèì, ÷òî äåñÿòè÷íûå çàïèñè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïåðèîäè÷íû. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q

è öèôðû â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè, ñòîÿùèå íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè n! (ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n). Çàìåòèì, ÷òî íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî Nq, âñå ôàêòîðèàëû êðàòíû ïåðèîäó äåñÿòè÷íîé çàïèñè q, à çíà÷èò âñå öèôðû ñòîÿùèå íà
óêàçàííûõ ìåñòàõ, íà÷èíàÿ ñ Nq! îäèíàêîâû. Òîãäà ïîêðàñèì q â öâåò ñ íîìåðîì òîé öèôðû, êîòîðàÿ îêàçàëàñü íà ýòèõ
ìåñòàõ. Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî ïðè òàêîé ïîêðàñêå, åñëè äâà ÷èñëà a è b èìåþò îäèíàêîâûé öâåò, òî èõ äåñÿòè÷íûå çàïèñè
ñîâïàäàþò â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå ðàçðÿäîâ. (îíè ïðîñòî ñîâïàäàþò âî âñåõ ðàçðÿäàõ ñ íîìåðàìè n!, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìåñòà)
6. Îòâåò: n = 1, 2, 3, 6. Çàìåòèì, ÷òî åñëè 2n + 1 = pq � ñîñòàâíîå ÷èñëî (3 6 p, q 6 (2n + 1)/3 6 n), òî n! äåëèòñÿ

íà p, à òîãäà è 8 äåëèòñÿ íà p, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïóñòü òåïåðü p = 2n + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèëüñîíà
(−1)n(n!)2 ≡ (2n)! ≡ −1 (ïåðâîå ñðàâíåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî n + 1 ≡ −n, n + 2 ≡ −(n − 1), . . . , 2n ≡ −1), òàê ÷òî
64 ≡ (n!)2 ≡ (−1)n+1. Îòñþäà p ∈ {3, 7, 5, 13}. Âñå îíè ïîäõîäÿò.
7. Îòâåò: 97. Ïðèìåð: ïóñòü òðè ñîñåäíèå âåðøèíû íàøåãî ñòîóãîëüíèêà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, à

îñòàëüíûå ëåæàò íà ìåíüøå äóãå AC îïèñàííîé îêîëî ABC îêðóæíîñòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êà íàøëèñü 4 íåõî-
ðîøèå âåðøèíû, îáðàçóþùèå âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ∠A+∠B 6 π è ∠A+∠D 6 π. Ïóñòü
M è N � âåðøèíû, ñîñåäíèå ñ C â ñòîóãîëüíèêå (ïîðÿäîê òàêîé, ÷òî ABMCND � âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, âîçìîæíî
âûðîæäåííûé, åñëè M = B èëè N = D). Ïóñòü òî÷êà K òàêîâà, ÷òî BCDK � ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà K ëåæèò â ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêå ABCD. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M ïàðàëëåëüíî CD, ïåðåñåêàåò îòðåçîê KD â êàêîé-òî òî÷êå P .
Òîãäà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M ïàðàëëåëüíî CN , ïåðåñåêàåò ëîìàíóþ PDN (ñòàëî áûòü è ëîìàíóþ KDN). Àíàëîãè÷-
íî è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç N ïàðàëëåëüíî MC, ïåðåñåêàåò ëîìàíóþ KBM . Íî òîãäà äâå óêàçàííûå ïðÿìûå äîëæíû
ïåðåñåêàòüñÿ â øåñòèóãîëüíèêå KBMCND, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ñòîóãîëüíèêå. Çíà÷èò, òî÷êà C õîðîøàÿ � ïðîòèâîðå÷èå.
8. Îïðåäåëèì íîâóþ ôóíêöèþ g(x, y, z) = f(x, y, z) − x. Òîãäà íà g ïîëó÷èì òî æå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, òîëüêî â

ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò 0, à íå ñóììà ïîäñòàâëÿåìûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì h(x, y) = g(x, y, 0) + g(y, 0, 0). Äîêàæåì, ÷òî g(x, y, z) =
h(x, y) − h(y, z). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, æå g(x, y, z) + g(y, z, 0) + g(z, 0, 0) = g(x, y, 0) + g(y, 0, 0).
Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì g(0, 0, x)+g(0, x, y). Ñïðàâà ïîëó÷èòñÿ 0 ïî óñëîâèþ äëÿ íàáîðà (x, y, z, 0, 0), à ñëåâà � ïî óñëîâèþ
äëÿ íàáîðà (x, y, 0, 0, 0) (òàê êàê g(0, 0, 0) = 0 èç óñëîâèÿ äëÿ íàáîðà èç âñåõ íóëåé). Ðàâåíñòâî äîêàçàíî. Î÷åâèäíî, ÷òî
ôóíêöèÿ g(x, y, z) = h(x, y)−h(y, z) óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó óðàâíåíèþ (ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, îïÿòü æå, 0) äëÿ ëþáîãî n > 3.
9. Äëÿ n 6 7 ãîäèòñÿ ìíîãî÷ëåí (x−1)n ·xn2−n. Ïóñòü n > 8. Ðàññìîòðèì âñå ìíîãî÷ëåíû âèäà a0 +a1x+ · · ·+an2xn2 , äëÿ

êîòîðûõ 0 6 ai 6 n2. Òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååòñÿ N = (n2 + 1)(n
2+1). Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó f ñîïîñòàâèì âåêòîð äëèíû n:

(f(1), f ′(1), . . . , f (n−1)(1)). Äîêàæåì, ÷òî êàêèå-òî äâà âåêòîðà ñîâïàäóò � òîãäà ðàçíîñòü g(x) ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ
êðàòíà (x − 1)n, ìíîãî÷ëåí g(x) · xn2−degg óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 0 6 f (k)(1) 6 n2 ·k!
n2∑
i=0

Ck
i = n2k! ·Ck+1

n2+1 < (n2 +1)k+2. Òàê ÷òî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ íå áîëüøå,



÷åì (n2+1)2+3+···+(n+1). Íî ïðè n > 8 èìååì n2+1 > 2+3+ · · ·+(n+1), òàê ÷òî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ìåíüøå, ÷åì ðàçëè÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ è îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì Äèðèõëå.
10. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P ëåæèò âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà. Â ñàìîì äåëå, åñëè

P ëåæèò íàïðèìåð ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ñòîðîíû AB, ÷åì òðåóãîëüíèê ABC, òî P ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîåêöèþ P íà
ïðÿìóþ AB: âñå ðàññòîÿíèÿ PA, PB, PC óìåíüøàòñÿ. Ïîñëå ýòîãî ëèáî P óæå íà ñòîðîíå AB, ëèáî, åñëè, íàïðèìåð P íà
ïðîäîëæåíèè ëó÷à BA çà A, ìîæíî çàìåíèòü P íà A èëè ïðîåêöèþ C íà ïðÿìóþ AB. Íàêîíåö, ïîñëåäíþþ ïðîåêöèþ ìîæíî
ñïðîåêòèðîâàòü íà CA.

Òåïåðü çàéìåìñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå la, lb, lc ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåðøèíàõ. Îáîçíà÷èì fa(P ), fb(P ), fc(P ) ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P äî ïðÿìûõ la, lb, lc. Î÷åâèäíî, PA > la(P ) è ò.ä.
Òàê ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî la(P )/a2 + lb(P )/b2 + lc(P )/c2 > 1/R (êàê îáû÷íî, AB = c, BC = a, CA = b). Çàìåòèì, ÷òî
ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè P , òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî â âåðøèíàõ
òðåóãîëüíèêà. Åñëè íàïðèìåð P = A, òî èìååì lb(A)/b2 + lc(C)/c2 = c sin γ/b2 + b sin β/c2 = 1

2R (sin2 γ/ sin2 β +sin2 β/ sin2 γ) >
1/R, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òðåòèé òóð. Ëèãà òàêòèê. Ðåøåíèÿ.
1. Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè îòäåëüíî, ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1

x2+yz 6 1
4xy + 1

4xzÏðîñóììèðîâàâ âñå 3 òàêèõ
íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
2. ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
3. Î÷åâèäíî, ÷òî ∠EDP = ∠BDA = ∠ADC = ∠PDF . Çíà÷èò DP - áèññåêòðèñà óãëà ∠EDF . Òàêæå ðàâíû òðåóãîëüíèêè

4EBD è 4FCD ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Ïîýòîìó ED = DF , çíà÷èò 4EDF - ðàâíîáåäðåííûé, à çíà÷èò DP â íåì -
ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê EF .
4. Äà ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n!3. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a = 0 â an + a íåò ïðîñòûõ

÷èñåë. Ïðè |a| > 1, äëÿ âñåõ n > |a| âåðíî, ÷òî an + a
... |a| è ïðè ýòîì an + a > |a|, ïîýòîìó ÷èñëî an + a - ñîñòàâíîå, çíà÷èò

â {an + a} ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè æå a = ±1, òî an + a = n!3 ± 1 = (n! ± 1)(n!2 ∓ n! + 1) - î÷åâèäíî, íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïðè n > 3. Çíà÷èò â òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ìàêñèìóì äâà ïðîñòûõ ÷èñëà.
5. Ïóñòü V - îáúåì òåòðàýäðà OABC, è ïóñòü äëèíû ðåáåð OA, OB è OC ýòî a, b è c ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà 3V =

r(SABC + SAOC + SOBC + SABO) è 3V = OH · SABC . Ïîýòîìó OH = r(1 + SAOC+SOBC+SABO

SABC
). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

SAOC+SOBC+SABO

SABC
6
√

3. Çàìåòèì, ÷òî SAOC = ac
2 , SOBC = bc

2 , SABO = ab
2 . Ïðè ýòîì AB =

√
a2 + b2 ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà.

Òàêæå åñëè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû èç òî÷åê C è O íà ïðÿìóþ AB, òî ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ îíè ïîïàäóò
â îäíó òî÷êó, îáîçíà÷èì åå D. Òîãäà OD · AB = 2SOAB = OA · OB, çíà÷èò OD = ab√

a2+b2
. Çíà÷èò SABC = 1

2CD · AB =
1
2

√
c2 + a2b2

a2+b2 ·
√

a2 + b2 = 1
2

√
a2b2 + c2b2 + a2c2. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ab+bc+ac 6

√
3(a2b2 + b2c2 + c2a2). Íî ýòî ñëåäóåò

èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ äëÿ òðåõ ÷èñåë.
6. Åñëè b > 1, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñðàâíèìà ïî ìîäóëþ 3 ñ 1, à ëåâàÿ ëèáî ñ 2 ëèáî ñ 3. Çíà÷èò b = 0. Òîãäà 5a = 7c, îòêóäà

a = c = 0.
7. Òàê êàê ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 10, òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü â 11 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Òîãäà íàïðàâèì ñòðåëî÷êè òàê, ÷òîáû ñòðåëî÷êà øëà â íàïðàâëåíèè îò öâåòà ñ áîëüøèì íîìåðîì ê ìåíüøåìó. Î÷åâèäíî,
÷òî òîãäà âñå õîðîøî è ïðåêðàñíî!
8. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . aN . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1. Êàêàÿ-òî öèôðà âñòðå÷àåòñÿ â íåé

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç (åñëè òàêèõ íåñêîëüêî - âûáåðåì ëþáóþ). Íàçîâåì õîðîøèìè ìåñòàìè òå ìåñòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñòîèò ýòà öèôðà. Òåïåðü ïóñòü ìû óæå ðàññìîòðåëè ïåðâûõ i ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ó íàñ âûáðàíû êàêèå-òî õîðîøèå
ìåñòà, òàê ÷òî ýòèõ ìåñò áåñêîíå÷íî ìíîãî è ó êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1, . . . ai öèôðû íà ýòèõ ìåñòàõ îäèíàêîâû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai+1 è çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê õîðîøèõ ìåñò áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî ó ai+1 íà ýòèõ ìåñòàõ
êàêàÿ-òî öèôðà âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òîãäà òåïåðü íàçîâåì õîðîøèìè ìåñòàìè òå èç ñòàðûõ õîðîøèõ ìåñò, íà
êîòîðûõ ó ai+1 ñòîèò ýòà öèôðà. Ïðîäåëûâàÿ òàê äëÿ êàæäîãî i, ìû ïîëó÷èì õîðîøèå ìåñòà, êîòîðûõ áåñêîíå÷íî ìíîãî,
òàêèå ÷òî ó êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1, a2, . . . aN íà íèõ ñòîÿò îäèíàêîâûå öèôðû. Òîãäà êàæäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîêðàñèì â öâåò ñ íîìåðîì òîé öèôðû, êîòîðàÿ ñòîèò ó íåå õîðîøèõ ìåñòàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîé ïîêðàñêå ëþáûå äâå
îäíîöâåòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîõîæè.
9. Âûèãðûâàåò âòîðîé. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî óäàñòñÿ ïîëó÷àòü òîëüêî ÷åòíûå ÷èñëà, à çíà÷èò ÷èñëà, ïîëó÷åííûå êàê

ïðîèçâåäåíèå äâóõ äðóãèõ äîëæíû áûòü êðàòíû 4. Â ÷àñòíîñòè ÷èñëî 2006 ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü êàê ñóììó äâóõ ðàíåå
ïîëó÷åííûõ ÷èñåë. Ðàçîáüåì âñå ÷åòíûå ÷èñëà îò 4 äî 2002 íà ïàðû îòëè÷àþùèõñÿ íà 2 (÷åòíûõ ÷èñåë îò 4 äî 2002 ðîâíî
1000 øòóê, ïîýòîìó ýòî âîçìîæíî). Â êàæäîé ïàðå áóäóò ÷èñëà 4k, 4k + 2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëà ñóììà êîòîðûõ ðàâíà
2006 îêàçàëèñü â ðàçíûõ ïàðàõ, ïðè÷åì åñëè a â ïàðå ñ b è c â ïàðå ñ d,à òàêæå a+ c = 2006, òî b+d = 2006. Òàêæå î÷åâèäíî,
÷òî ïðîèãðàâøèì áóäåò òîò, êòî ïåðâûé ïîñòàâèò òàêîå ÷èñëî n íà äîñêó, ÷òî ÷èñëî 2006 − n óæå òàì ñòîèò. Âòîðîé áóäåò
äåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùèé ñòðàòåãèè, åñëè ïåðâûé âûïèñàë êàêîå-òî ÷èñëî íà äîñêó, òî âòîðîé áóäåò âûïèñûâàòü òî, êîòîðîå
ñ íèì â ïàðå. Òîãäà ïåðåä êàæäûì õîäîì ïåðâîãî íà äîñêå áóäåò âûïèñàíî ÷èñëî 2 è îñòàëüíûå ÷èñëà ïî ïàðàì, ïîýòîìó åñëè
ñëåäóþùèé õîä ïåðâîãî íå ïðîèãðûøíûé, òî è óêàçàííûé õîä âòîðîãî òîæå. Äîêàæåì, ÷òî âòîðîé ñóìååò òàê âûïèñûâàòü
÷èñëà. Ïóñòü ïåðâûé âûïèñàë ÷èñëî èç ïàðû 4m, 4m+2. Åñëè îí âûïèñàë 4m, òî âòîðîé ïðîñòî ïðèáàâèò ê íåìó 2 è âûïèøåò
4m + 2. Åñëè æå îí âûïèñàë 4m + 2, òî îí ìîã ñäåëàòü ýòî òîëüêî âûïèñûâàÿ ñóììó äâóõ ÷èñåë, ïðè÷åì íå 2 è 4m òàê êàê
4m åùå íå âûïèñàíî. Ïðè ýòîì îäíî èç ýòèõ ÷èñåë î÷åâèäíî âèäà 4p + 2 (ïî ìîäóëþ 4). Òîãäà ÷èñëî 4p òîæå åñòü íà äîñêå,
è ñëîæèâ åãî ñî âòîðûì ÷èñëîì ìû ìîæåì âûïèñàòü 4m. Çíà÷èò èìåííî ïåðâûé ñäåëàåò ïðîèãðûøíûé õîä.
10. Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, è ïîëó÷èì: y + x2 − x− y2 = x3 − y3 ⇔ x3 − x2 + x = y3 − y2 + y. Ðàññìîòðèì

f(t) = t3 − t2 + t. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(t) = 3t2 − 2t + 1 > 0∀ t ∈ R. Ïîýòîìó f(t) - ñòðîãî âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, åñëè
f(x) = f(y), òî x = y. Òîãäà, îñòàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèå: x + x2 = x3. Ëèáî x = 0, ëèáî 1 + x = x2 ⇔ x = 1±√5

2 .


